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دا نام
الْخالق. ر یشْ لَم الْمخلوق ر یشْ لَم من و

به و شد رهنمونمان دانش و علم طریق به و بخشید �مان هست که را تا ی پروردگار بی�کران سپاس
ساخت. روزیمان را معرفت و علم از خوشه�چین و نمود مفتخرمان دانش و علم رهروان همنشین

دهم. قرار استفاده مورد خویش وطن علم پیشرفت راه در را آموخته�هایم بتوانم امیدوارم
استاد ارزشمند راهنمایی�های و بی�وقفه تلاش�های دریغ، بی زحمات از بدینوسیله �دانم م خود بر
صمیمانه پایان�نامه این انجام راستای در پـــــورمهــــر، صالحـــــ سعيـــــد دکتر آقای جناب گرام
�رسید. نم انجام به مجموعه این ایشان ارزنده�ی راهنمایی�های بدون قطعاً که نمایم قدردان و ر تش
گردایه این مشاوره�ی و مطالعه زحمات که شهــــــريــــارى محمـــــد دکتر آقای جناب از همچنین
دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله این سازی آماده در و داشته عهده بر را

دارم. را قدردان و ر تش کمال
صرف و دقت نهایت با را رساله این داوری که عيـــــوضلــــــو جعفـــــرصــــادق دکتر آقای جناب از
فغفـــــــورى مرتضــــــ دکتر بخصوص گرام اساتید از �نمایم. م ر تش دادند، انجام زیاد وقت
اه دانش تحصیلات مدت در که محض ریاض مدیرگروه رنجبــــــرى اصغــــــر دکتر همچنين و
بی حمایتهای و زحمات از پایان در �نمایم. م ر تش شده�اند، متحمل را فراوان زحمات اینجانب
زندگیم ی پشتوانه و همیش همراه که مهربانم همسر و بودند پشتیبانم همیشه که مادرم و پدر دریغ
اقدم سبزفروش عل آقای و هستند من زندگ در اله لطف نشانه که عزیرم برادر و خواهر است،
درک به قادر و باشم آنها محبت همه این جواب�گوی امیدوارم و دارم را قدردان و ر تش کمال

باشم. وجودشان زیبایی�های

م ی ی صاد و ش
۱۳۹۳

سه
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نظریه�های و اول مرتبه منطق تصمیم�ناپذیری برای ساده�ای اثبات�های نمادین محاسبات توسط
اثبات ی زبان�ها دستور از استفاده با �آیند. م به�دست حساب) یا الحاق (مانند پایه�ای ساختارهای
پیشوند سور با فرمول�های (برای است تصمیم�ناپذیر اول مرتبه منطق در اعتبار اینکه دادن نشان برای
مشابه، اثبات ی �کنیم. م ارایه دوتایی) تابع ی و �تایی ی رابطه ی حداقل شامل زبان در ∃∃
با حساب نظریه تصمیم�ناپذیری �دهد. م نتیجه را رشته�ها ساختار برای گودل اول ناتمامیت قضیه
نگاری رمز را رشته�ها الحاق مستقیم طور به �توانند م ضرب و جمع «اعمال که موضوع این به توجه

�آید. م به�دست کنند»
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مقدمـه

تصميم�ناپذيرى و اول مرتبه منطق تصميم�ناپذيرى براى ساده�اى اثبات�هاى نمادين، محاسبات توسط

پايان�نامه اين در ما كه كارى �آيند. م بدست حساب يا الحاق مانند پايه�اى ساختارهاى نظريه�هاى

دستور از استفاده با كه است اين �دهيم م انجام است) شده نگاشته [۶] و [۵] مقالات برمبناى (كه

در اعتبار اينكه دادن نشان براى اثبات يك و �كنيم م ثابت را اول مرتبه منطق تصميم�ناپذيرى زبان�ها

در پايه مفاهيم بيان به ابتدا پايان�نامه، نخست فصل در �آوريم. م است تصميم�ناپذير اول مرتبه منطق

وجودى فرمول�هاى تصميم�ناپذيرى دوم فصل در �پردازيم. م تورينگ ماشين و زبان�ها دستور مورد

بررس به ادامه در و �كنيم م بيان موضع دو رابطه يك با سپس ، موضع دو تابع يك با ابتدا را

و �كنيم م ثابت را الحاق ساختارهاى تصميم�ناپذيرى سوم فصل در �پردازيم. م زبان�ها نيم�دستور

�كنيم. م معرف حساب برای مبان ی عنوان به را الحاق آخر فصل در

٣



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

۴



۵ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

اولیه تعاریف ١.١

�نامیم. م الفبا را A اعضای باشد. ته غیر و متناه مجموعه ی A کنیم فرض تعریف:

�نامیم. م حرف را الفبا مجموعه از a ∈ A عنصر هر تعریف:

(تمام �نامیم م رشته یا کلمه ی را a1, · · · , an مانند الفبا ی حروف از مرتبی دنباله هر تعریف:

باشند). A الفبای از باید ai عضوهای

،L ⊆ A∗ اگر باشد. ته رشته همراه الفبایAبه رشته�های همه ∗Aمجموعه �کنیم فرضم تعریف:

�نامیم. م A الفبای با زبان ی را L آن�گاه

داریم: R رابطه برای

R2 = RoR = {(x, z) | ∃y : (x, y), (y, z) ∈ R}

.

.

.

Rm+1 = RmoR

.

.

.

R+ =
∞∪
n=1

Rn

R∗ =
∞∪
n=0

Rn

.R0 = I که

آن: در که است G = (Σ, N, S, P صورت( به چهارتایی ی : زبان دستور

یعن هستند، هم از ومجزا متناه ( غیرپایان عناصر (مجموعه N و ( پایان عناصر (مجموعه Σ .١



۶ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

.Σ ∩N = ∅

�نامیم. م شروع نماد را آن که S ∈ N .٢

.P ⊆ (A∗)2 : یعن است، A = Σ ∪N روی G تولید قوانین از متناه مجموعه P .٣

�صورت به (یا u 7−→ v �نویسیم: م است، G زبان دستور از قانون (u, v) اینکه دادن نشان برای

�شود: م تولید زیر صورت به A∗ G⇒روی دودویی رابطه .( u 7−→G v دقیق�تر

.x · u · y ⇒G x · v · y آن�گاه x, y ∈ A∗ و u 7−→G v اگر

G توسط شده تولید زبان است. شده تولید G زبان دستور توسط w ∈ A∗ رشته آن�گاه S ⇒∗
G w اگر

�شود: م تعریف زیر صورت به

.L(G) = {w ∈ Σ∗ | S ⇒∗
G w}

یرید. ب نظر در زیر قوانین با را G = ({0, 1}, {S,A}, S, P ) زبان دستور .١.١.١ مثال

P =



S 7−→ 0S

S 7−→ A

A 7−→ 1A

A 7−→ 1

دستور اشتقاق درخت اگر بیاوریم. به�دست را زبان دستور این توسط شده تولید زبان �خواهیم م

n و m آن در که است زیر صورت به آن زبان دید خواهیم کنیم رسم بالا قوانین از استفاده با را زبان

△ .L(G) = {0m1n | m > 0, n > 1} هستند: هم از مستقل

که: است T = (Q, F, A, I, τ, q0)صورت به شش�تایی ی تورینگ: ماشین

�نامیم. م حالت را آن اعضای که است متناه مجموعه ی Q .١

.(F ⊆ Q) است پایان حالت�های مجموعه F .٢

است. ( خال (نماد Bمشخص عضو ی با متناه مجموعه A .٣

.(I ⊆ A \ {B}) است ورودی الفبای I .۴

عضوی دو مجموعه ی {L,R} که (τ ⊆ Q×A×Q×A×{L,R}) است گذار رابطه ی τ .۵

است.



٧ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

است. شروع حالت q0 ∈ Q .۶

توصیف (a, α, β) و q ∈ Q که است (q, a, α, β) چهارتایی ی T از ربندی پی ی : ربندی پی

محتویاتسمتچپ β و نوار راست محتویاتسمت α و بوده aحرف روی سرک یعن است، نوار

�شود م نوشته (q, w) ل ش به وقت�ها بعض ربندی پی ی بعلاوه �باشد. م راست) به چپ (از نوار

�باشد. م است، شده کشیده خط زیرش که حرف ی با A+ در کلمه ی w و q ∈ Q که

باشد: برقرار زیر موارد از ی اگر �آید، م به�دست حرکت ی با فقط c ربندی پی از ،c′ ربندی پی

،α′(0) = a′ که c′ = (q′, β(0), α′, β′) و qaq′a′L ∈ τ ،c = (q, a, α, β) .١

.n ≥ 0 برای β′(n) = β(n+ 1) و n > 0 برای α′(n) = α(n− 1)

،n ≥ 0 برای α′(n) = α(n+1) که c′ = (q′, α(0), α′, β′) و qaq′a′R ∈ τ ،c = (q, a, α, β) .٢

.n > 0 برای β′(n) = β(n− 1) و β′(0) = a′

متناه دنباله�ی ی �یابد م خاتمه c′ در و شروع c از که T در محاسبه ی

c = c1, · · · , cn = c′

c′ اگر �آید. م دست به حرکت ی با فقط 1 ≤ i < nبرای ci از ci+1 و n ≥ 1 که ربندی�هاست پی از

محاسبه آن�گاه باشد �شود نم شروع qa با τ از عضوی هیچ که (q, a, α, β) ل ش به ربندی پی آخرین

به را آن باشد داشته وجود �یابد م پایان c′ در و شروع c از که T در محاسبه ی اگر و �شود م متوقف

cw =) cw = (q0, a1 · · · an) فرضکنید w = a1 · · · an ∈ A∗ برای �دهیم. م نشان c −→ c′ ل ش

،c′ = (q, a, α, β) ربندی پی اگر �پذیرد م را w رشته T تورینگ ماشین باشد. (w = ε اگر (q0, B)

این به T ماشین توسط شده تولید زبان صورت این در است، q ∈ F و cw −→ c′ که باشد موجود

�شود: م تعریف ل ش

.L(T ) = {w ∈ I∗| �شود م پذیرفته T ماشین توسط w رشته }

ضروری �های ویژگ و م�ها ح ٢.١

همه حذف با T همان T ′ و L = L(T ) و باشد تورینگ ماشین ی T کنید فرض .١.٢.١ قرارداد

آن�گاه باشد. ( پایان حالت�های مجموعه F) q ∈ F آن در و �شوند م شروع qa با که گذارهایی



٨ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

ماشین محاسبه ربندی پی c = c1, · · · , cn اگر حال .L(T ′) ⊆ L(T ) که است واضح .L = L(T ′)

ن، مم n ترین کوچ گرفتن نظر در با �یابد، م خاتمه پایان حالت ی با cn که باشد T تورینگ

.L(T ) ⊆ L(T ′) بنابراین �آید. م به�دست c از شروع با T ′ در محاسبه�ای

M شده داده تورینگ ماشین ی (توصیف) برای که است وریتم ال تعیین توقف، مساله تعریف:

نه. یا �شود م متوقف بالاخره w ورودی Mبا آیا که کند تعیین w ورودی ی و

است. تصمیم�ناپذیر تورینگ ماشین�های برای توقف مساله .٢.٢.١ قضیه

�کند. م حل را توقف مساله که دارد Mوجود ′ تورینگ ماشین (فرضخلف) �کنیم فرضم برهان.

به M تورینگ ماشین ی R(M) نمایش شامل ورودی اگر �شود م پذیرفته M ′ توسط رشته ی

برقرار شرایط این از ی اگر شود. متوقف w ورودی با M محاسبه و باشد w رشته ی همراه

است: ل ش بدین ماشین کار روش �پذیرد. نم را
(
R(M), w

)
Mورودی ′ نباشد،

R(M)
w−→ M ′ توقف ماشین −→

 � شود. متوقف w ورودی Mبا اگر −→ بله

�نشود. متوقف w ورودی Mبا اگر −→ خیر

متوقف w ورودی با M اگر �دهیم. م M ′ توقف ماشین به ورودی به�عنوان را
(
R(M), w

)
زوج

M ′ توقف ماشین نشود متوقف w ورودی با M اگر و �دهد؛ م را بله جواب توقف ماشین شود،

M ′′ محاسبات �گیریم: م نظر در گونه بدين را M ′′ تورینگ ماشین حال �دهد. م را خیر جواب

بله جواب
(
R(M), w

)
ورودی Mروی ′ که حالت Mبرای ′′ اینکه بجز Mاست ′ محاسبات مشابه

تورینگ ماشین �شود. م ایجاد M ′ گذر تابع از M ′′ گذر تابع �رود. م نامتناه دور به �دهد، م

ورودی �گیریم. م نظر در را �آید م بدست D ماشین ی Mبا ′′ تورینگ ماشین ترکیب از که ری دی

از
(
R(M), R(M)

)
رشته تولید Dبا از محاسبه ی است. R(M)نمایش با تورینگ ماشین Dی

ورودی �یابد. م ادامه
(
R(M), R(M)

)
Mروی ′′ اجرای با محاسبه �شود. م شروع R(M) ورودی

ماشين اين بررس با باشد. {0, 1, B} الفبای با تورینگ ماشین هر نمایش است ن مم D ماشین

متوقف R(D) ورودى با D اگر تنها و اگر �شود م متوقف R(D) ورودی با D که �کنیم م مشاهده

است. تصميم�ناپذير توقف مساله پس است تناقض اين نشود.



٩ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

آن، در که نیست. بازگشت {0, 1} روی LM ′ .٣.٢.١ نتیجه

.LM ′ = {
(
R(M), w

)
| �شود م متوقف w ورودی Mبا تورینگ ماشین }

تولید زبان دستور توسط آن�گاه شود، پذیرفته تورینگ ماشین توسط صوری زبان اگر .۴.٢.١ قضیه

�شود. م

به توجه با شود. پذیرفته T = (Q, F, A, I, τ, q0)تورینگ ماشین توسط L زبان فرضکنید برهان.

دستور �شوند. نم شروع qa با τ اعضای از ی هیچ ،q ∈ F اگر که �کنیم م فرض ،١.٢.١ قرارداد

آنجایی Σ = ((I ∪ {ε})× A) ∪ Q ∪ {S,E1, E2, E3} و N = I با را G = (Σ, N, S, P ) زبان

�گیریم. م نظر در است، زیر موارد شامل P و هستند اضاف حروف S,E1, E2, E3 که

.S −→ E1E2 .١

.a ∈ I هر برای E2 −→ (a, a)E2 .٢

.E2 −→ E3 .٣

است). T در خال نماد B) E3 −→ (ε, B)E3, E1 −→ (ε, B)E1 .۴

.E3 −→ ε, E1 −→ q0 .۵

.a ∈ I ∪ {ε} و qCpDR ∈ τ هر برای q(a, C) −→ (a,D)p .۶

.a ∈ I ∪ {ε} و qCpDL ∈ τ هر برای (a, C)q −→ p(a,D) .٧

.q ∈ F و C ∈ A و a ∈ I ∪ {ε} هر برای (a, C)q −→ qaq, q(a, C) −→ qaq, q −→ ε .٨



١٠ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

داریم: بالا قوانین از استفاده با باشد. a1 · · · an ∈ I∗ کنید فرض .L = L(G) که �دهیم م نشان

S −→ E1E2

−→ E1(a1, a1)E2

−→ E1(a1, a1)(a2, a2)E2

−→ E1(a1, a1) · · · (an, an)E2

−→ E1(a1, a1) · · · (an, an)E3

−→ (ε, B)E1(a1, a1) · · · (an, an)(ε, B)E3

−→ (ε, B)(ε, B)E1(a1, a1) · · · (an, an)(ε, B)(ε, B)E3

−→ (ε, B)lE1(a1, a1) · · · (an, an)(ε, B)mE3

−→ (ε, B)lq0(a1, a1) · · · (an, an)(ε, B)m

صورت به ربندی پی ی با محاسبات �شود. م پذیرفته T تورینگ ماشین توسط a1 · · · an فرضکنید

تعداد از ،T تورینگ ماشین در �رسد. م پایان به F در حالت ی با و شروع c0 = (q0, a1 · · · an)

آن راست سمت در m طول به سلول متناه تعداد و رشته چپ سمت در l طول به سلول متناه

شده استفاده سلول l+m+n از کل در پس شده؛ استفاده a1, · · · , an حاوی سلول تعدادی و رشته

که �شود داده شرح c = (q, x1 · · · xi · · · xl+m+n) ل ش به �تواند م محاسبات در c ربندی پی است.

کلمه هستند. سلول�ها روی واقع حروف x1, · · · , xl+m+n

.c̃ = (b1, x1) · · · (bi−1, xi−1)q(bi, xi) · · · (bm+n+l, xm+n+l)

آن در که �دهیم م نسبت c به را

.bl+n+1 = · · · = bl+n+m = ε و bl+1 = a1, · · · , bl+n = an و b1 = · · · = bl = ε

که: داد نشان �توان م ٧ و ۶ با و c تا c0 از محاسبه حرکات تعداد روی استقرا با

.c̃0 = (ε, B)lq0(a1, a1) · · · (an, an)(ε, B)m −→ c̃

داریم ٨ از استفاده با و q ∈ F آن�گاه باشد، محاسبات در ربندی پی آخرین c اگر .S −→ c̃ بنابراین:

.L(T ) ⊆ L(G)پس ،S −→ a1 · · · an بنابراین .c̃ −→ a1 · · · an



١١ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

استخراج با باید مربوطه اشتقاق ی .S −→ a1 · · · an کنید فرض برعکس:

.(ε, B)lq0(b1, b1) · · · (bk, bk)(ε, B)m

محاسبه بنابراین �شود. م باعث را T در حرکت ی ٧ و ۶ از استفاده شود. شروع k, l,m, bi برای

باشد. q ∈ F شامل باید ٨ از استفاده با شده مشتق کلمه سرانجام �شود. م شروع (q0, b1 · · · bk) از

پایان b1 · · · bk در و �آید م به�دست ٨ از استفاده با اشتقاق ادامه �پذیرد. م را b1 · · · bk ،T بنابراین

بنابراین �یابد. م

b1 · · · bk = a1 · · · an

.L(T ) = L(G)پس �شود، م پذیرفته T توسط



٢ فصل

وجودی فرمول�های تصمیم�ناپذیری

١٢



١٣ وجودی فرمول�های تصمیم�ناپذیری .٢ فصل

وجودی فرمول�های تصمیم�ناپذیری ١.٢

وجود A الفباى در G زبان دستور ۴.٢.١ قضیه طبق پس هستند، تورینگ-کامل زبان�ها دستور چون

موارد شامل که باشد اول مرتبه زبان VG کنید فرض است. تصمیم�ناپذیر L(G) که طوری به دارد

است: زیر

.α ∈ A هر برای α نیز و ε ثابت نمادهای .١

.G موضع تک رابطه�ایی نماد ی .٢

VG-ترم برابر را w رشته ،w = α1 · · ·αk ∈ A∗ رشته برای .∗ مانند موضع دو تابع نماد ی .٣

که است VG-فرمول ی φG کنید فرض �گيريم. م α1 ∗ (α2 ∗ (· · · (αk−1 ∗ αk) · · · )) صورت به

است: شده تعریف φ3 و φ2 ،φ1 فرمول�های عطف ترکیب توسط

.G(ε) (φ1)

.∀x, y
[
G(x ∗ (u ∗ y)) −→ G(x ∗ (v ∗ y))

]
،u 7−→G v قانون هر برای (φ2)

برای عطف ترکیب صورت به سور دو با فقط �تواند م این .∗ شرکت�پذیری تحت G بستار (φ3)

�شود: م بیان فرمول�ها از α ∈ A

.∀x∀y
[
G(x ∗ (α ∗ y))←→ G((x ∗ α) ∗ y)

]
آنگاه S ⇒∗

G w اگر ،w ∈ A∗ رشته هر برای .١.١.٢ لم

. |= φG −→ G(w)(١.٢)

است. برقرار (١.٢) رابطه آن�گاه S ⇒n
G w اگر که �کنیم م ثابت n روی استقرا با برهان.

اگر �کنیم. م فرض n برای را ادعا �شود. م نتیجه (φ1) از n = 0 برای

S ⇒n
G x · u · y ⇒ x · v · y



١۴ وجودی فرمول�های تصمیم�ناپذیری .٢ فصل

|= φG −→ G(x · u · y) داریم استقراء فرض با گاه آن باشد، آمده دست به u 7−→ v قانون با

|= φG −→ G(x ∗ v ∗ y) �دهد م نتیجه (φ2) با که |= φG −→ G(x ∗ u ∗ y) ،(φ3) از وهمین�طور

.|= φG −→ G(x · v · y) داریم (φ3) از دوباره

برابر G تعبیر آن در که باشد VG-ترم�ها تمام جهان با VG-ساختار ی S کنید فرض .٢.١.٢ لم

داریم: صورت این در .GS = {t|است L(G) در t توسط شده داده نشان w } با است

.S |= φG

.S |= φ1 ∧ φ2 ∧ φ3 كه دهيم نشان است كاف برهان.

اگر S |= φ2 برای �شود. م نتيجه S |= G(ε) فوراً S ⇒∗
G S از كه داريم توجه S |= φ1 براى

.x ·v ·y ∈ L(G)داشت خواهيم u 7−→G v قانون از پس .x ·u ·y ∈ L(G) آنگاه S |= G(x∗u∗y)

پس است، برقرار xαy = (xα)y چون S |= φ3 براى بالاخره .S |= G(x ∗ v ∗ y) بنابراين

.S |= G(x ∗ αy)←→ G(xαy) بنابراين .xαy ∈ L(G)←→ (xα)y ∈ L(G)

.w ∈ L(G) آنگاه |= φG −→ G(w) اگر .٣.١.٢ نتیجه

،S |= φG چون .S |= φG −→ G(w) بالا S ترم ساختار برای آنگاه |= φG −→ G(w) اگر برهان.

.w ∈ L(G) نتیجه در و ،S |= G(w) داریم

موضع دو تابع ی با وجودی فرمول�های تصمیم�ناپذیری ٢.٢

مجموعه با است برابر [Q, (r1, r2), (f1, f2)] �گیریم: م نظر در ل ش بدین را فرمول�ها رده�بندی

i-موضع تابع ی fi و رابطه�یi-موضع ی ri آن در سوریQکه پیشوند با پیشوندی فرمول�های

را. f2 همین�طور و �کنیم م حذف را آن باشد، r2 = 0 اگر .(i = 1, 2) �باشد م

است. تصمیم�ناپذیر [∃∃, (1), (0, 1)] فرمول�های درست .١.٢.٢ قضیه

فرمول�های با متناظر φG و است تصمیم�ناپذیر L(G) که باشد زبان دستور G کنید فرض برهان.

،w ∈ Σ∗ هر برای آنگاه باشد. بالا در شده تعریف

.
[
w ∈ L(G)

]
⇐⇒

[
S ⇒∗

G w
]



١۵ وجودی فرمول�های تصمیم�ناپذیری .٢ فصل

مساله به L(G) بنابراین .
[
w ∈ L(G)

]
⇐⇒

[
|= φG −→ G(w)

]
،٣.١.٢ نتیجه و ١.١.٢ لم بنابر

آن در پیشوندی فرم�های که است، یافته تحویل ،φG −→ G(w) (w ∈ Σ∗) فرمول�های برای درست

است. تصمیم�ناپذیر فرمول�ها از رده این برای اعتبار مساله نتیجه در هستند. [∃2, (1), (0, 1)]

موضع رابطه�یدو ی با تصمیم�ناپذیریفرمول�هایوجودی ٣.٢

آن جای به �توانیم م است. {w ∈ A∗ | S ⇒∗
G w} مجموعه تعریف�پذیری بر مبتن فوق اثبات

مجموعه

{(z, w) ∈ A2 | z ⇒∗
G w}

نماد ی با زبان V ′
G کنید فرض �شود: م داده شرح الحاق از استفاده بدون که یریم، ب نظر در را

رابطه�ای نماد ی نیز و α موضع ی تابع نماد ی α ∈ A هر برای و باشد ε فرد به منحصر ثابت

دهید قرار ،u = α1α2 · · ·αk ∈ A∗ اگر �گیریم. م نظر در را T موضع دو

است. ترم -V ′
G ی به�صورت u برای نمایش ی u ر دی �عبارت به .u = α1(α2(· · ·αk(ε) · · · ))

کنید فرض �نویسیم. م u(t) ،α1(α2(· · ·αk(t) · · · )) به�جای باشد، ترم -V ′
G ی t اگر همچنین

ارضا را ⇒+
G بستاری خواص T دوتایی رابطه �کنند م بیان که باشد فرمول�هایی عطف ترکیب ψG

ترم�ها): توسط کلمات نمایش پیمانه G⇒(به تراگذاری خواص یعن �کند، م

داریم. را ∀x T (u(x), v(x)) فرمول ،u 7−→G v هر برای (ψ1)

داریم. را ∀x, y [T (x, y) −→ T (α(x), α(y))] فرمول ،α ∈ A هر برای (ψ2)

است: صورت این به تراگذاری خاصیت تحت T بستار (ψ3)

.∀x, y, z [T (x, y) ∧ T (y, z) −→ T (x, z)]

و اگر z ⇒+
G w :w, z ∈ A∗ برای که �کند م ثابت راحت به� ٣.١.٢ ونتیجه ١.١.٢ لم مقایسه

.
[
w ∈ L(G)

]
⇐⇒

[
|= ψG −→ T (S,w)

]
نتیجه در و |= ψG −→ T (z, w) اگر فقط

به فرمول�هایی درست که �گیریم م نتیجه است تصمیم�ناپذیر L(G) که G زبان دستور انتخاب با

اگر داریم: هستند، ∀3 ،φ′
G در پیشوندی سور چون است. تصمیم�ناپذیر ψG −→ T (S,w) ل ش

درست آنگاه است، تصمیم�ناپذیر L(G) که باشد داشته وجود طوری متغیر n روی G زبان دستور



١۶ وجودی فرمول�های تصمیم�ناپذیری .٢ فصل

این آن، آموزش ارزش و ما اثبات سادگ وجود با هم هنوز است. تصمیم�ناپذیر [∃3, (0, 1), (n)]

است. [۴] در شده ارایه [∃3, (0, 1), (1)] برای اعتبار تصمیم�ناپذیری از ضعیف�تر کم نتیجه

زبان�ها دستور نیم جانبی: موضوع ۴.٢

هر به �شود. م داده نشان �پایان غیر نمادهای نبودن با صریحا پایان استنتاج ی زبان�ها دستور در

صدق آخری رشته�های در قانون هیچ هرگاه نباشد، گسترش قابل است ن مم استنتاج ی حال

�کنیم. م بررس را زبان�ها دستور از ری دی نوع اینجا ما نکند.

مجموعه ی و شروع نماد عنوان به S ∈ Σ∗ رشته ی شامل ،Σ الفبای روی P زبان نیم�دستور ی

همه برای باشد،آنگاه قانون ی u 7−→ v اگر است. v ∈ Σ∗ و u ∈ Σ+ با u 7−→ v قوانین از

با را آن ،w ⇒P z که باشد نداشته وجود zی هیچ اگر .x · u · y ⇒P x · v · y داریم x, y ∈ Σ∗

�کنیم: م تعریف صورت این به را L(P ) و �دهیم م نشان P ↓ w نماد

.L(P ) = {w | S ⇒∗
P w ∧ P ↓ w}

L(Pتصمیم�ناپذیر ) که طوری به دارند وجود {0, 1} Pروی مانند زبان�هایی نیم�دستور .١.۴.٢ قضیه

است.

طوری به باشد A = Σ ∪ N متغیرهای با Σ الفبای روی زبان دستور ی G کنید فرض برهان.

که طوری به �کنیم م انتخاب β : A −→ {0, 1}∗ گذاری کد ی است. تصمیم�ناپذیر L(G) که

برای �باشد. م 11 یا 1 αi هر و است 00α10α20 · · · 0αr0111 فرم به β(α) ،α ∈ A هر برای

کنید توجه �کنیم. م تعریف β(w) = β(α1) · · · β(αr)صورت به را β(w) ،w = α1 · · ·αr ∈ A∗

بنابراین �شود. م مشخص تا ی طور به β انتخاب با β(α1), · · · , β(αr) به β(α1 · · ·αr) تجزیه که

باشد،آنگاه β(w) از کلمه زیر ی z اگر

کلمه زیر ی xحالت این در و باشد 00z0111 فرم به z اگر فقط و اگر z = β(x) xی، هر برای (∗)

است. w از

رشته �کنیم: م تبدیل {0, 1} روی P β زبان نیم�دستور ی به β کدگذاری با را G زبان دستور حال



١٧ وجودی فرمول�های تصمیم�ناپذیری .٢ فصل

G از قانون (u, v) که هستند (β(u), β(v)) مرتب زوج صورت به قوانین و بوده β(S) آغازین

.[β(w)⇒P β(z)]⇐⇒ [w ⇒G z] داریم: است برقرار (∗) چون �باشد. م

�کنیم: م تظریف زیر صورت به را �مان اصل نتیجه حال

است. تصمیم�ناپذیر [∃3, (0, 1), (2)] کلاس فرمول�های برای اعتبار مساله .٢.۴.٢ قضیه



٣ فصل

الحاق ساختارهای و گودل ناتمامیت

تصمیم�ناپذیر

١٨



١٩ تصمیم�ناپذیر الحاق ساختارهای و گودل ناتمامیت .٣ فصل

الحاق با رشته�ها ١.٣

نماد ی و ε, ξ1, · · · , ξk ثابت نمادهای با زبان WΞ کنید فرض Ξ = {ξ1, · · · , ξk} الفبای برای

که فرض پیش این با باشد. �دهیم، م نشان ∗ میان�وندی صورت به را آن که موضع دو تابع

ی ،WΞ = (Ξ∗; ξ1, · · · , ξm; ∗) کنید فرض �گیرند. م قرار الویت در ∗ راست سمت نمادهای

�باشد. م الحاق تابع ∗ که باشد، WΞ-ساختار

نیست. نیم-تصمیم�پذیر ،Th(WΞ) ،WΞ ساختار نظریه که دارد وجود Ξچنان الفبای .١.١.٣ قضیه

L(G) که باشد A = Σ ∪ N = {α1, · · · , αk} الفبای با زبان دستور G کنید فرض برهان.

(w1 · · ·wk) ترتیبی ساختار نمایش برای $ (از .$ /∈ A که Ξ = A ∪ {$} و است تصمیم�ناپذیر

ی با L(G)تعریف برای کرد). خواهیم استفاده $w1$ · · · $wk$ ∈ Ξ∗ تای ی کلمه ی با A روی

�گیریم. م نظر در را زیر فرمول�های WΞ-فرمول،

Truv[w, z] ≡ w ⇒ z [u 7→ v قانون بردن ار ب [با

≡ ∃p, q
(
w = p ∗ u ∗ q ∧ z = p ∗ v ∗ q

)
TrG[w, z] ≡ w ⇒G z

≡
∨
{Truv(w, z) | است G از قانون u 7→ v}

w ⊑ z ≡ ∃x, y (z = x ∗ w ∗ y)

DrvG[c] ≡ است −اشتقاق G ی $ نماد دو بين cبخش

≡ ∀w, z
(
$ ∗ w ∗ $ ∗ z ∗ $ ⊑ c ∧ ¬($ ⊑ w ∗ z) −→ TrG[w, z]

)
InG[w] ≡ دارد وجود w از −اشتقاق G ی

≡ ∃c DrvG[$ ∗ ε ∗ $ ∗ c ∗ $ ∗ w ∗ $]

پس است، تصمیم�ناپذیر L(G) اما .WΞ |= ¬InG[w] اگر فقط و اگر w /∈ L(G) وضوح به

نیم- WΞ در ¬InG[w] ل ش به فرمول�هایی درست بنابراین نیست. نیم-تصمیم�پذیر Ξ∗ − L(G)

نیست. تصمیم�پذیر
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ندارد. وجود باشد، Th(WΞ) آن استنتاج بستار که نیم-تصمیم�پذیر نظریه هیچ .٢.١.٣ نتیجه

.[٣] است نيم-تصميم�پذير نيم-تصميم�پذير، نظريه هر استنتاج بستار برهان.

الفبای از حرف دو به �توان م را بالا اثبات�های دوم، فصل بخش٢.۴ از β کدگذاری از استفاده با

داریم: را زیر قضیه بنابراین کرد. تعدیل Ξ

نیست. نیم-تصمیم�پذیر Th(W{0,1}) .٣.١.٣ قضیه

ضرب و جمع با محاسبه ٢.٣

�دهیم م نشان �گیریم. م نظر در طبیع اعداد ضرب و جمع با را N = (N; 0, 1;+,×) ساختار

،WΞ برای اثبات�ها از بعض نیست. نیم-تصمیم�پذیر Th(N ) به Th(W{0,1}) تقلیل با Th(N) که

v(w) �کنیم م فرض ،w ∈ {0, 1}∗ رشته برای �کنند. م کار ١ از بزرگتر طول با Ξ الفبای هر برای

فرمول �شود. م داده نشان ٩ با 001 رشته و ١ عدد با ε مثال عنوان به باشد. 1w دودويى عدد مقدار

.x = w∗z اگر تنها و Nاگر |= Ct[v(w), v(z), v(x)] �که �سازيم م Nطورى زبان در ,Ct[aرا b, c]

�كنيم: م معرف را زير اختصارات نخست

n ≤ m ≡ ∃d (n+ d = m)

n < m ≡ n ≤ m ∧ n ̸= m

n | m ≡ ∃q (n× q = m)

P [y] ≡ است» 2 از توان y»

≡ ∀m (1 < m ∧ m | y −→ 2 | m)

L[y,m] ≡ دارند» سان ی طول m و y توسط شده ارايه کلمات و است 2 از توان y»

≡ P [y] ∧ y ≤ m ∧ m < 2 · y

Ct[n,m, p] ≡ ∃y
(
L[y,m] ∧ p+ y = n · y +m

)



٢١ تصمیم�ناپذیر الحاق ساختارهای و گودل ناتمامیت .٣ فصل

و v(w) = [1001]2 = پس9 باشند. z = 1100 و w = 001 کنید فرض مثال برای

و y = [10000]2 = 16 اگر فقط و اگر L[y, v(z)] که باشید داشته توجه .v(z) = [11100]2 = 28

دودويى عالم در ر دی بیان به c = v(w) · y + v(z)− y اگر فقط و اگر Ct[v(w), v(z), c]

.c = 1001.1000 + (11100− 10000) = 1001000 + 1100 = 10011100

اگر فقط و اگر Ct(v(w), v(z), c) ر دی بیان به ،100111010 = v(0011100) = v(w ∗ z) اما

.c = v(w ∗ z)

داریم: کل حالت در

اگر است ٢ از توان yپس باشد. داشته زوج آن مقسو�م�علیه هر اگر فقط و اگر است ٢ از توان y •

.P [y] اگر فقط و

و باشد ٢ از توان y اگر فقط و اگر y = 2k آن�گاه باشد داشته رقم k دودويى حساب در m اگر •

.L[y,m] اگر فقط و اگر ر دی عبارت به .y 6 m < 2y

،L[y,m] که باشد طوری y اگر باشد. 1z و 1w ترتیب به m و n برای دودويى اعداد کنید فرض •

برای دودويى عدد 1wz بنابراین است. m طول k که است 10k برابر y برای دودويى نمايش آنگاه

است. شده اثبات زير لم پس است. ny +m− y

.x = w ∗ z اگر فقط و اگر N |= Ct[v(w), v(z), v(x)] ،w, z, x ∈ {0, 1}∗ هر برای .١.٢.٣ لم

نیست. نیم-تصمیم�پذیر Th(N ) .٢.٢.٣ قضیه

کلمه�ها، خود جای به کلمه�ها عددی کدهای از استفاده با ر دی طوری به ٣.١.٣ قضیه اثبات برهان.

�دهد. م بدست را نظر مورد نتيجه الحاق، عنوان به Ct عددی رابطه با

�كند. م Nتعریف در W{0,1}را ساختار كه است ١.٢.٣ لم از استفاده قضيه اثبات ر دی روش

گودل) ناتمامیت اول (قضیه .٣.٢.٣ نتیجه

باشد. Th(N ) آن استنتاج بستار که ندارد وجود نیم-تصمیم�پذیری نظریه هیچ
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مقدمه ١.۴

این به و شده داده نشان «∗» علامت با که �گیریم م نظر در را «الحاق» نام به عمل فصل این در

قرار سرهم پشت فاصله بدون y و x شود، نوشته x ∗ y ل ش به y و x هرجا �شود: م درک صورت

اعمال الحاق، نظریه از استفاده با سپس است. αβ رشته معن به ،α ∗ β مثال عنوان به �گیرند؛ م

�کنیم. م تعریف را · · · و توان و ضرب و جمع

توجه با کرد. خواهیم استفاده ساختار چندین برای پایه ی عنوان به الحاق عمل از ما فصل این در

�توان م را طبیع اعداد حساب علم که داد نشان �توان م �كنيم م بررس اینجا ما که ساختارهایی به

صورت به طبیع اعدا حساب علم از اینجا البته کرد. ذاری جای الحاق مقدمات نظریه جای به

β و α با را اتم مولفه�های است. مهم ما برای مذبور مقدمات اصول اما �کنیم نم استفاده مقدمات

باشد. ٢ از کمتر �تواند نم مولفه�ها این تعداد و �دهیم م نمایش

حساب علم در الحاق ٢.۴

الحاق مقدمات نظریه در �تواند م طبیع اعداد مقدمات حساب تنها نه که شد خواهد داده نشان

اعداد مقدمات نظریه بودن سان ی اثبات که شود انجام چنان �تواند م نشاندن این ه بل شود نشانده

مثبت صحیح اعداد همان که طبیع اعداد روی اینجا دهد. نتیجه را الحاق مقدمات نظریه و طبیع

�کنیم. م بحث هستند

نحوی موضوع ی عنوان به الحاق نظریه به نباید و باشد داشته معنایی تعبیر الحاق نظریه نیست لازم

رشته�هایی باید داریم سروکار آن�ها با نظریه این در که اشیائ است. آن از فراتر چیزی که کنیم نگاه

دنباله عنوان به خودشان اتم�ها) (یا اشیاء �شوند. م نامیده اتم که باشند اشیاء از دلخواه متناه

هم پشتسر از که است عمل الحاق هستند. ی طول به دنباله�هایی مختصر به�طور یا �شوند م تلق

a, b, b, a, c متوال اتم�های شامل دنباله�ای x اگر بنابراین �سازد. م جدید دنباله�ای دنباله�ها، دادن قرار

ل ش به x ∗ y دنباله باشند، راست) به چپ از ترتیب (به b, a متوال اتم�های شامل دنباله y و بوده

�توانیم م �دهیم، م انجام را الحاق عمل سمتچپ از ما که قرارداد این با �باشد. م a, b, b, a, c, b, a
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است واضح است، شرکت�پذیر الحاق عمل که آن�جایی از یعن کنیم صرف�نظر پرانتزها گذاشتن از

�کند. نم فرق الحاق) اعمال (ترتیب این�جا در گروه�بندی که

مقدمات نظریه اول مرتبه فرمول�های دهیم، نشان b و a با را آن�ها و فرضکرده ٢ را اتم�ها تعداد اگر

نماد = و موضع دو تابع نماد ∗ ، ثابت نمادهاى b و a آن در كه است {a, b, ∗,=} زبان در الحاق

آن �توان م که است نظریه�ای شامل مثبت صحیح اعداد مقدمات نظریه است. موضع دو رابطه�اى

مقدمات حساب اول مرتبه فرمول�های بنابراین داد. نمایش توان و ضرب و جمع اعمال قالب در را

تابع نمادهاى (توان) ↑ و (ضرب) × (جمع)، + آن در كه هستند {+,×, ↑} زبان در اول مرتبه

هستند. دوموضع

حساب مفاهیم تمام که داد ارايه نحوی به الحاق نظریه زبان در �توان م را حساب که شد ثابتخواهد

مثبت صحیح اعداد سان�سازی ی باشند. تعریف قابل زبان این در مثبت صحیح اعداد از مقدمات

دنباله�ها از کلاس زیر با هم صحیح اعداد که معن این به باشد حرف ی �تواند م دنباله�ها با

(N ↩→ Σ∗) دنباله�ها مجموعه به مثبت صحیح اعداد از که نمایشاعداد تابع و �شوند م سان�سازی ی

اعداد که معن این به باشد حرف دو �تواند م همچنین �باشد. م پوشا غیر و ی به ی تابع است،

پوشا و �به�ی ی تناظر آن�ها دوی هر بین که شده�اند سان�سازی ی هم با چنان دنباله�ها و صحیح

یعن دارند. پوشا و �به�ی ی تناظر متناه دنباله�های تمام با طبیع اعداد تمام باشد. داشته وجود

عدد ی نشان�دهنده�ی متناه دنباله هر و داد نشان متناه دنباله ی با �توان م را طبیع عدد هر

است. طبیع

متناه روابط ٣.۴

یا و b و a اتم دو شامل �کنیم م بحث آن مورد در فصل این در که الحاق نظریه کرد خواهیم فرض

و باشد مرتب زوج�های از متناه مجموعه ی ل ش به است ن مم متناه رابطه ی باشد. بیشتر

�گیریم: م نظر در را ل ش این به رابطه�ای هر حال شود. داده نشان ستون دو لیست صورت به

· · · و u2 ،v1 ،u1 خود که باشد زوج�مرتب�هایی (un, vn) ،· · · ،(u2, v2) ،(u1, v1) �کنیم م فرض

علامت هر از �تر طولان كه به�طورى باشد aها از دنباله ی z كنيد فرض هستند. دنباله صورت به
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در زیر صورت به را w1, ..., wn دنباله�هاى حال �باشد. م · · · و u2 ،v1 ،u1 دنباله�های و شده ظاهر

�گیریم: م نظر

w1 = b ∗ z ∗ b ∗ u1 ∗ b ∗ z ∗ b ∗ v1 ∗ b ∗ z

w2 = b ∗ z ∗ b ∗ u2 ∗ b ∗ z ∗ b ∗ v2 ∗ b ∗ z

.

.

.

wn = b ∗ z ∗ b ∗ un ∗ b ∗ z ∗ b ∗ vn ∗ b ∗ z

�شود: م خلاصه ساده دنباله ی در این�ها همه و

.w = w1 ∗ w2 ∗ · · · ∗ wn

�گیریم: م نظر در را w از متفاوت �هاى ويژگ حال

wn ،· · · ،w2 ،w1 بسط در ار آش طور به رخدادها این که هستند w در z از رخدادهایی فقط (i)

هیچ که �رسد م نظر به ل ش این به و ندارد وجود z در پنهان اضاف رخداد هیچ و شده داده نشان

�شود م داده نشان ار آش به�طور که رخدادی هر زیرا باشد داشته وجود �تواند نم z از اضاف رخداد

است. شده مجزا b اتم با انتهایش و ابتدا در

�شوند، نم z از رخدادی هيچ شامل و آمده آن�ها از بعد b∗z و قبل z ∗b که w از بخش�هایی تنها (ii)

شده�اند. داده نشان wn ،· · · ،w1 در ار آش به�طور که هستند · · · و u2 ،v1 ،u1 شامل

اگر و نباشد z از رخدادی شامل کدام هیچ که باشند دنباله�هایی y و x اگر (iii)

z ∗ b ∗ x ∗ b ∗ z ∗ b ∗ y ∗ b ∗ z(١.۴)

x (ii) بنابه چونكه باشند. vi و ui با برابر iى هر برای باید y و x آنگاه بدهد، رخ w از بخش در

از که y و x از رخدادهایی هنوز باشد. آن از بعد ی بايد y و بوده · · · و u2 ،v1 ،u1 از ی باید

عنوان به داشت وجود اگر زیرا ندارند وجود باشند، متفاوت w در موجود wn ،· · · ،w1 بخش�های

هر برای باید y و x بنابراین یریم. ب نظر در b ∗ z ∗ b ∗ z ∗ b جای به را b ∗ z ∗ b �توانستیم م مثال
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باشند. vi و ui با برابر iى

داریم: را زیر نتیجه (iii) از استفاده با

رابطه�ی وییم ب و بیاوریم را w دنباله آن جای به و حذف را رابطه کلمه �توان م متناه روابط در

بدین «w(x, y)» بنویسیم هرگاه نيستند. z از رخدادی هیچ شامل y و x و است w از بخش (١.۴)

�ترین طولان z) نیستند z از رخدادی هیچ شامل y و x و بوده w از بخش (١.۴) که است معن

به�طوری��که بسازیم طوری را w دنباله �توانیم م پس �شود). م ظاهر w در که است �aها از رشته�ای

رابطه y با x است: جمله این با معادل w(x, y) و �گیرد م قرار y چپ طرف در x ،y و x هر برای

به که کنیم معرف را «⊑» علامت است لازم «w(x, y)» رسم تعریف برای مقدمات به�طور دارد.

اين تعریف است. رشته) (زیر زیرکلمه همان اینجا که �باشد م از» «بخش در»، دادن «رخ معن

است: زیر به�صورت الحاق نظريه توسط مفهوم

D1. x ⊑ y ≡ (∃z)(∃w)
(
(x = y) ∨ (z ∗ x = y) ∨ (x ∗ w = y) ∨ (z ∗ x ∗ w = y)

)
زیر x عبارت به یا است، y دنباله کل یا بخش شامل x دنباله که: است معن این به «x ⊑ y» پس

فقط که است رشته�ای z که: است معن این به و است T (z) بعدی محمول است. y از رشته�ای

�شود: م تعریف زیر ل ش به و (z = aaaa · · · a) است a شامل

D2. T (z) ≡ ∀x(x ⊑ z −→ a ⊑ x)

رشته زير هر و بوده a شامل فقط z هرگاه است w در مشمول و a شامل رشته �ترين طولان z گوییم

يعن است، z از رشته�اى زير باشد a شامل فقط كه w

T (z) ∧ z ⊑ w ∧ ∀v
[
T (v) ∧ v ⊑ w −→ v ⊑ z

]
با که

∀v
[
T (v) ∧ v ⊑ w ←→ v ⊑ z

]
(٢.۴)

است. معادل

است: زیر صورت به w(x, y)تعریف حال
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(١.۴) در که دنباله�ای و دارد وجود نیست y یا x از بخش و �کند م ارضا را (٢.۴) که z «دنباله�ی

است». w از بخش شده بیان

D3. w(x, y) ≡ (∃z)
[
∀v

(
T (v) ∧ v ⊑ w ←→ v ⊑ z

)
∧

(z ̸⊑ x) ∧ (z ̸⊑ y) ∧ z ∗ b ∗ x ∗ b ∗ z ∗ b ∗ y ∗ b ∗ z ⊑ w
]

دارد وجود w دنباله دنباله�ها، از R متناه رابطه هر برای كه �دهد م نشان حاضر بخش استدلال

که: به�طوری

∀x ∀y [w(x, y) ≡ xRy]

واقعا w دنباله که به�طوری �دهد م را روابط شامل مرتب زوج�های از لیست چطور که دید خواهیم

شود. ساخته �تواند م

حرف ی ساختار ۴.۴

تعداد یا ٢ آن�ها پایه که دنباله�هایی توسط مثبت صحیح اعداد مدل آوردن بدست براى راحت روش

n شامل که است دنباله�اى با n طبيع عدد هر كردن متناظر هست، · · · ،b ،a اتم�های از بیشتری

· · · و a ∗ a ∗ a ،a ∗ a ،a دنباله�های با ترتیب به · · · و 3 ،2 ،1 اعداد بنابراین است. a از رخداد

�دهیم. م نمایش T (x) با را است» مثبت صحیح عدد ی x» جمله �شوند. م تعریف

و x جمع «x ∗ y» و داده نشان را «x ≦ y» مفهوم «x ⊑ y» باشند، مثبت صحیح عدد دو y و x اگر

تعداد به خودش با x دادن قرار هم سر پشت از كه است دنباله�ای «x× y» ضرب �دهد. م نشان را y

�آيد. م بدست بار y

(∃w)
{
w(y, z) ∧ (∀s)(∀t)

[
w(s, t) −→ (s = a ∧ t = x)(٣.۴)

∨(∃u)(∃v)(w(u, v) ∧ s = a ∗ u ∧ t = x ∗ v)
]}

كه دارد وجود چنان w دنباله كه �كند م بيان (٣.۴) شماره فرمول

w(y, z)(۴.۴)
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و

(∀s)(∀t)
{
w(s, t) −→ (s = a ∧ t = x)∨(۵.۴)

(∃u)(∃v)
(
w(u, v) ∧ s = a ∗ u ∧ t = x ∗ v

)}
داریم: (۵.۴) و (۴.۴) با

.(y = a ∧ z = x) ∨ (∃u)(∃v)[w(u, v) ∧ y = a ∗ u ∧ z = x ∗ v](۶.۴)

فرمول دوم قسمت در ذاری جای نداریم. الحاق هیچ این�رو از باشد، اتم ی شامل y دنباله اگر حال

حال �شود. م آورده z جای به x و y جای به a فرمول همان اول قسمت در و شده سته ش (۶.۴)

و a با ترتیب به z و y که �کند م بیان (۶.۴) در دوم ذاری جای باشد، داشته اتم ی از بیش y اگر

به�طوری�که: هست z و y مانده�ی باق z′ و y′ و �شود م داده نشان x

.w(y′, z′)(٧.۴)

داریم: (٧.۴) و (۵.۴) با

.
(
y′ = a ∧ z′ = x

)
∨ (∃u)(∃v)

[
w(u, v) ∧ y′ = a ∗ u ∧ z′ = x ∗ v

]
(٨.۴)

دید خواهیم و دارد وجود y اصل دنباله برای ان�هایی م بعدی گام�های برای ترتیب این ادامه در

به�طور �باشد. م است، شده الحاق x تعدادی با که a شامل z و بوده a شامل فقط y نهایت در که

و است مثبت صحیح عدد ی y گفت: �توان م خلاصه

.z = x× y(٩.۴)

دلالت (٣.۴) بر (٩.۴) ،y و x صحیح عدد هر برای داد: خواهیم نشان را بالا مطلب عکس حال

یرید. ب نظر در را زیر مرتب�های زوج دارد.

a x

a ∗ a x ∗ x

a ∗ a ∗ a x ∗ x ∗ x
... ...

y x× y
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در راست سمت ستون در آمده به�دست دنباله که �آید برم «x × y» شده گرفته نظر در مفهوم (از

و s دنباله هر برای به�طوری�که دارد وجود w دنباله پس �باشد). م x× y همان حقیقت در ،y مقابل

فهرست این بررس از باشند. بالا لیست در مرتبی زوج t و s اگر تنها و اگر است برقرار «w(s, t)» ،t

همچنین و است برقرار (۵.۴) که �شود م مشاهده

.w(y, x× y)(١٠.۴)

�آوریم. م به�دست را (٣.۴) ،(۵.۴) و (۴.۴) از و �آوریم م به�دست را (۴.۴) ما (١٠.۴) و (٩.۴) از

تعریف �كند، م برآورده را (٣.۴) شرط كه z دنباله ی تنها و ی عنوان به x × y عمل بنابراین

�شود. م

D4. x× y ≡ (min z)(∃w)
{
w(y, z) ∧ (∀s)(∀t)

[
w(s, t) −→ (s = a ∧ t = x)

∨(∃u)(∃v)(w(u, v) ∧ s = a ∗ u ∧ t = x ∗ v)
]}

است دنباله�اى «x×y» ضرب كه تفاوت اين با �شود؛ م تعريف «x×y» ضرب مشابه نيز «xy» توان

با xضرب از كه است دنباله�اى «xy» توان و �آيد م دست به بار y تعداد به خودش با x الحاق از كه

�آيد. م دست به بار y تعداد به خودش

D5. xy ≡ (min z)(∃w)
{
w(y, z) ∧ (∀s)(∀t)

[
w(s, t) −→ (s = a ∧ t = x)

∨(∃u)(∃v)(w(u, v) ∧ s = a ∗ u ∧ t = x× v)
]}

ول شده�اند؛ نوشته هستند، مثبت صحیح اعداد که y و x دنباله�های برحسب D5 و D4 تعاریف

شامل «x × y» ضرب و است مثبت صحيح عدد y اما نباشد مثبت صحیح عدد x است ن مم

�آيد. م دست به بار y تعداد به خودش با x الحاق از كه است دنباله�اى

حرف دو ساختار ۵.۴

�کنیم. م صحبت دنباله�ها با مثبت صحیح اعداد تناظر برای روشجدید ی به راجع �گردیم برم حال

استفاده �کند، م استفاده دنباله�ها تمام از که روش ر دی به�عبارت ، حرف دو روش ی از بار این

ابتدا هستند. چندتا اتم�ها تعداد بدانیم است لازم صورت هر در حرف دو ساختار برای �کنیم. م
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ونه چ ببینیم باید سپس �شود. م تنظیم باشیم، داشته b و a اتم تا دو دقیقا که حالت برای ساختار

اعداد حرف دو سان�سازی ی دهیم. توسعه اتم ٢ از بزرگتر متناه تعداد هر برای را روش �توانیم م

صورت دنباله�ها الفبایی مرتب�سازی با �تواند م b و a اتم�های از متناه دنباله�های با مثبت صحیح

الفبایی است مساوی آن�ها طول که مواردی در و �کنیم م مرتب طول طبق ابتدا ر دی به�عبارت گیرد.

�کنیم: م مرتب

a b aa ab ba bb aaa aab aba abb baa bab bba bbb ...
١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ ٨ ٩ ١٠ ١١ ١٢ ١٣ ١۴ ...

درست نیز برعکس کرد، بیان �توان م متناه دنباله�های با را مثبت صحیح اعداد نه�تنها روش این در

ی تناظر ی یعن کرد ترجمه صحیح اعداد به �توان م را b و a اتم�های از متناه دنباله�های است.

حسابی ر عمل ی عنوان به الحاق عمل و دارد وجود صحیح اعداد و متناه دنباله�های بین ی به

به مقدمات حسابی اعمال با الحاق عمل حقیقت در �آید. م حساب به مثبت صحیح اعداد روی

است: بیان قابل زیر صورت

x ∗ y = y + [x× (min z)(∃w)(z = 2w ∧ z ≦ y + 1 < z + z)]

الحاق نظریه از استفاده با xy و x×y ،x+yتعریف برای روش�هایی یافتن برعکس دقیقا ما کار این

به شبیه که است حسابی ر عمل ی الحاق، جدید ر عمل که است این دادن نشان ما کار است.

رخدادهای از شده ساخته دنباله�های اگرچه شود. تعریف �تواند م توان و ضرب و جمع رهای عمل

نقش آن�ها نبودند. مثبت صحیح اعداد تمام شامل شد داده انجام ۴.۴ بخش در که همان�طور a

و D4 تعاریف ماند. خواهند باق خود قوت به D3 تا D1 تعاریف �کنند. م بازی اينجا در مهم

حالات برای همچنان بودند دسترس در مثبت صحیح اعداد توان و تعاریفضرب عنوان به که D5

�بینیم. م زیر در یافته بهبود نمادهای با را D5 و D4تعاریف بود. خواهند مفید کم

D4′. x×τ y ≡ (min z)(∃w)
{
w(y, z) ∧ (∀s)(∀t)

[
w(s, t) −→ (s = a ∧ t = x)

∨(∃u)(∃v)(w(u, v) ∧ s = a ∗ u ∧ t = x ∗ v)
]}
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D5′. x ↑τ y ≡ (min z)(∃w)
{
w(y, z) ∧ (∀s)(∀t)

[
w(s, t) −→ (s = a ∧ t = x)

∨(∃u)(∃v)(w(u, v) ∧ s = a ∗ u ∧ t = x×τ v)
]}

ی x وقت هر نامید. خواهیم n-برج ی بعد به این از را a از رخداد n شامل شمارش ی

که پایین راهنمایی�های به توجه با �دهیم. م نشان τx با را وقتx-برج آن باشد مثبت صحیح عدد

و مثبت صحیح اعداد از لیست زیر در است. تعریف قابل الحاق نظریه در x-برج �آید م ادامه در

�بینیم. م را برج��هایشان همراه به را x تا ١ از متوال

a a

b a ∗ a

a ∗ a a ∗ a ∗ a

a ∗ b a ∗ a ∗ a ∗ a

b ∗ a a ∗ a ∗ a ∗ a ∗ a

b ∗ b a ∗ a ∗ a ∗ a ∗ a ∗ a

a ∗ a ∗ a a ∗ a ∗ a ∗ a ∗ a ∗ a ∗ a

a ∗ a ∗ b a ∗ a ∗ a ∗ a ∗ a ∗ a ∗ a ∗ a
... ...

x τx

طبق باشد 1, 2, 3, · · · ترتیب به نرمال صحیح اعداد شامل که چپ سمت در ستون ی تولید روش

است. شده داده توضیح زیر قاعده�های

از بیش که ان م ی در را u ∗ a ی شد، ظاهر ستون در u اگر (ii) کن. شروع b و a با (i)

بده: قرار ر دی عبارت به بده. قرار آن از بعد را u ∗ b و بده قرار باشد ستون آن از پایین�تر برابر دو

.u ∗ b = 2u+ 2 و u ∗ a = 2u+ 1

ظاهر هم مقابل v و u جا هر که است مشهود (برج�ها) راست سمت ستون طبیعت با همراه (ii) از
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چیزی آن و است v ∗ v ∗ a �شود م ظاهر u ∗ a مقابل در که چیزی آن ،v = τu به�طوری�که شدند

را زیر تعاریف �توان م مشاهدات به توجه با است. v ∗ v ∗ a ∗ a �شود م ظاهر u ∗ b مقابل در که

داد: انجام

D6. τx ≡ (min y)(∃w)
{
w(x, y) ∧ (∀s)(∀t)

[
w(s, t) −→ (s = a ∧ t = a) ∨

(s = b ∧ t = a ∗ a) ∨ ((∃u)(∃v)
[
w(u, v) ∧ (s = u ∗ a ∧ t = v ∗ v ∗ a)

∨(s = u ∗ b ∧ t = v ∗ v ∗ a ∗ a)
]]}

عدد ی صورت به را x + y ما �آيند. م به�دست بلافاصله xy و ،x × y ،x + y تعاریف حال

به را x × y �توانیم م و �کند م الحاق را y-برج و x-برج آن برج که �کنیم م تعریف صحیح

D4′تعریفشد) در که (همان�طور ضرب برج ی آن برج که کنیم تعریف صحیح عدد ی صورت

کنیم. تعریف �توانیم م را xy همينطور است؛ y تعداد به x برج�هاى از

D7. x+ y ≡ (min z)(τz = τx ∗ τy)

D8. x× y ≡ (min z)(τz = τx× τy)

D9. xy ≡ (min z)(τz = τx ↑ τy)

نيز a1, · · · , ak اتم تا k �تر کل حالت برای شد، بیان b و a اتم تا دو برای که ساختاری روش�های

شود. داده بسط �تواند م

طبیع اعداد ۶.۴

نظریه هر توسط �تواند م مثبت صحیح اعداد مقدمات حساب چطور که دیدیم قبل بخش�هاى در

بدين تناظرى داريم را 0 كه آنجا از طبيع اعداد براى آید. به�دست اتم دو با حداقل الحاق مقدمات

�كنيم: م برقرار مثبت صحيح اعداد و آنها بين ترتيب
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0 1 2 3 4 5 ...
1 2 3 4 5 6 ...

�نويسيم: م دهيم نشان N با را تناظر اين اگر

0N = 1, 1N = 2, 2N = 3, ...

داريم: طبيع اعداد در +N جمع براى حال .xN = x+ پس1

(xN +N yN ) = (x+ 1) +N (y + 1) = x+ y + 1 = (x+ y)N(١١.۴)

این جمع بنابراین دارند، �به�ی ی تناظر y عدد با y+1 عدد و x عدد با x+1 چون تعریف این در

حاصل خاطر همین به است، تناظر در x+y+1 با طبیع اعداد حساب در که �شود م x+y عدد دو

را «x ↑N y» عمل همچنین و «x×N y» عمل �توانیم م مشابه به�طور است. شده x+ y + 1 جمع

کنیم: تعریف طبیع اعداد حساب علم روی

(xN ×N yN ) = (x+ 1)×N (y + 1) = (x× y) + (x+ y) + 1(١٢.۴)

= (x× y)N

(xN ↑N yN ) = (x+ 1) ↑N (y + 1) = (x ↑ y) + 1 = (x ↑ y)N(١٣.۴)

توان عمل و ضرب عمل همان به�ترتیب منظورمان باشیم داشته را «(x ↑ y)» «(x × y)» که جا هر

تعاریف برای (١٣.۴) و (١٢.۴) ،(١١.۴) فرمول�های است. مثبت صحیح اعداد حساب روی را

برای (y + 1) و (x+ 1) فرم در را اعمال این تعاریف، زیرا نيستند. کاف ↑N و ،×N ،+N عموم

که فرم به �تواند نم و (0N (همان شده نامیده 1 که دارد وجود عدد ی و �كنند م توصیف اعداد

کنیم. تکمیل را (١٣.۴) و (١٢.۴) ،(١١.۴) فرمول�های باید بنابراین شود. داده نمايش شد گفته
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زیرند: صورت به �شود م تعریف 0N روی که اعمال

0N +N z = z(١۴.۴)

z +N 0N = z(١۵.۴)

0N ×N z = 0N = 1(١۶.۴)

z ×N 0N = 0N = 1(١٧.۴)

0N ↑N (y + 1) = 0N = 1(١٨.۴)

z ↑N 0N = 1N = 2(١٩.۴)

داشت: خواهيم را زير كل تعاريف بالاخره

.x+N y ≡ (min z)(x+ y = z + 1)

.x×N y ≡ (min z)[(x+ y) + z = (x× y) + 2]

.x ↑N y ≡ (min z)[(y = 1 ∧ z = 2) ∨ (y ̸= 1 ∧ x = z = 1)∨

∃w x = w + 1 ∧ z × w = wy + w)])(
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Abstract

Referring to symbolic computing permits extremely simple proofs of undecidabil-
ity for first-order logic and theories of basic structures. Using grammars we ob-
tain a trivial proof that first-order validity is undecidable (already for formulas
with quantifier prefix ∃∃ and referring to only one unary relation and one binary
function). A similar proof yields Gödel’s First Incompleteness Theorem for the
structure of strings; undecidability for arithmetic follows by noting that addition
and multiplication permit direct coding of string concatenation.
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